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Deux applications de la reprbentation matricielle 
d’une shrie rationnelle non commutative 
La notion de &rics rationnelles et algChriques en variables non wmmuta- 
tivcs a Ct6 introduite par RI. P. Schtitzcnbergrr [ 18, 191 commc g&nPrnlisation 
naturelle dc certaines classes de langagcs form& d&finis par N. <‘homsk>, [3]. 
Leur &de SC: dicisc, sch&mntiqucment, en trois directions, non ind+en- 
dantes; on peut: 
(i) leer g~n&aliser des &sultats connus cn thCorie des langages; pour 
ce, PII est souvcnt obligk dc recourir i des d&nonstrations enti&cment 
diffdrentes; 
(ii) Its &udier cn tant qu’anneaus non commutatifs; en [Ill, on 
obticnt, ?I partir des rksultats de I-‘. nI. Cohn [6] sur les stries non commuta- 
tives lcs plus g&i&ales, diverses propriCtCs dc factorisations; 
(iii) leur g&n&aliser des notions classiques en thkorie dcs fonctions 
analytiques; la plus importante, jusqu’h prCsent, est le produit de Hadamarcl 
CtuditA par WI. P. Schtitzcnberger [19]; comme cn [IO], on pcut en dCduirc 
des r&ultats nouveaux dans le cadre classique des rariahlcs commutatires 
par passage au non commutatif. 
L’origine du pi-&sent travail est dans la prcmi&re des directions prolYx&5. 
En utilisant la rcprCsentation matricielle minimale attachCe h uric si-rie 
rationnellc due & RI. P. Schiitzenberger [ 181, on montre: 
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(a) le “thkorkme de 1’Ctoile” qui, en termes khes, affirmc que toute 
&rie rationnelle en plusieurs variables non commutatires “contient” au 
moins une s&k rationnelle en une variable; on en dkduit un crit&e d’irra- 
tionalitk; 
(1~) que les images d’une s&k rationnclle par certaincs rCductions, 
qui sont des transductions alg~briques, sont encore ratinnnelles; par ci’autrcs 
proc&l&~, on rctrouve ainsi, tout en les compkmt, les rt%ultats de hl. Renois 
A !a lumitre de concepts dtis 2 S. I’ilenberg et AI. I’. Schiitzcnberger [7], 
on i-tudic, grkc aux rksultats p&z&dents, les propri&t~s d’intcrscction, dc 
co;npl~mentaritC et de non ambiguit6 des partic rationnelles dc certains 
Soient -\- (II-I ensemble fini non \-ide, appelC a~phahet, z1e,’ le monoide librc 
i:ngendri- par S. Les kltmcnts de SA sont appelks mats, 1’ClGment ncutre dc 
.‘C ?, ie mot zide, est not& “I .” 
On wit [7] d&nil- clans J-III monolde .I/ les classes des parties ratiorweks 
ct rcltia//neiles 72072 nmb@es. I~ine pal-tie P de ,lI cst dite wcon~r&s.vrrb/r~ [8] 
si elle est saturke par UJle congruence d’indcx fini, done s’il existr 1111 nior- 
phisme q de ill dans un monoi’de fini tel que T’ 9 ‘cpl’. Dans un monoi’dc 
librc, S. c’. Klccne, N. Chdxy, et G. A. AIiller [I, 121 ont montrt: quc 
les classes des parties rationnellcs, rationncllcs non ambigiies et reconnaissa- 
bles sent confondues ct que l’interscction de dcus parties rationnellcs, 
Ic compldment d’une partic rationnellc sont rationnels. 
Soient a-1 un semi-anneau unitairc commutatif, z-l zl- le semi-anneau 
da .Gries .f . 11 ofl~e es en Zes w&h/es crssoriatires S (JIO~ commutativcs si card 
AY 2). on sait dkfinir [18, 191 les SOUS-Seini-3JlJl:‘aUX zqrst s / ct Adn’c --! 
dcs skies rationnelies ct alCyih~iqzle.s Lorsque A cst le semi-annenu de 
13oole .H jo, 11, Oil 1 + 1 I, !es supports des &es rationncllcs f:t 
algkbriques sont les parties de S” de m&me n0m.l --I \” ” dCsignnnt le sc.nii- 
anncau des matrices car-r&s ,V :< .\’ i coefficients dans -1, on a le thCor~me 
fondamental suivant dil St JI. 1’. Schtitzcnberger [ 191: 
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qu’il esiste un entier N 1, une veprtkentation p : ,Y* --ir .4h*.v, ww matwe 
p de A4 svxN tels que 
092 (r, 1) est le teme ronstant, ‘I‘s ppj la trace de la matvice ppf. 
Lorsque -3 est un corps K, pour uric sCrie v de K’“t 1 ,y,:‘, il existc, d’apres 
uric construction de [IS], un plus petit entier A, une representation p : 
- ? 
S ’ l K“‘“, dcux ensembles de mats de -TIC I) -- (d, ,..,, d,$; ct G 
(,gt ,.... Cq,vi oil l/r gI I, :V matrices n(sr, , c/,) de K’v’5, tcls que, pout- 
tout mot f I I 
[(Y,,/) designe le coefficient de,f dans la seric I]. 
I1 existe une matrice fi de K“‘XN telle quc 
Soient les deus alphabets 2IP et J -, ,\‘” ‘k 1.” le produit des deus monoides 
libres 9;” et I’*, dont lcs elements sont notes .f 6~6 (Jc S*, ,r F I-*), Soit 
~3,~ S @I 1-2, le semi-anneau des series formelles s dCfinies pai 
C’est le produit tensoriel topologiquc de ‘-1 <Y et A k., On sait encore [9] 
y definir les sous-semi-anneaus des series rationnelles et algebriqucs. Cne 
serie s de z4(TX (3 I->, est ditc alge’hrico-rationnelle s’il existe un entier :v? 
une representation v : X* -+ (,Ia@ ’ I-‘~.)NY*v, une matrice y de (=l”r”,I I’:,)“, .‘, 
une skie b de /Iala )*‘I tels que 
Une s&k algebrico-rationncllc est algChrique. 
A toute serie s de 13’< S 0 Y>, on peut associer un morphismc 7 non 
partout defmi de J-semi-module de A~~S’T dans -q,:‘I-; , appele transduction 
[9]. a &ant une scrie de -4<X>, on pose 
7a == p,[(a t+j car I-*) S] 
oh car Y” 1 {g x E I-*] est la s&k cnracteristiquc de I’+, ,3~ designe 
le produit de Hadamard, py la projection canoniqucz non partout d&fink, de 
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A \ S zS l’: sur A,<:III . La transduction T est dite rationnelle (resp. al@- 
brique, algCbrico-rationnelle) si s l’est. 11 est clair qu’g une mGme sCrie de 
A “S 2, 1”‘ correspondent deuv transductions, l’une de -+K’XI, dans A /I?,; , 
l’autre de .4 I-> dans ‘4’ S; , q ui sont dites imerses l’une de l’autre, et, que 
I’invct-sc d’une transduction rationnelle (resp. algtbrique) est rationnelle 
(resp. algibrique). 
On connait la propriktk classique suivante, dite “t/~dorf?v~e de l’e’toilr” 
(“pumpirg /errma” en [I, p. 881): p our qu’une partie infinic L de S’: soit 
rationnelle, il faut qu’il existe un entier I tcl que tout motf EL,, dc longueur 
If I, puke etre factorisk en j =-.f’gj”(,e + 1) de sorte que, pour tout 
entier i7, f:q’if” EL. 
I’oLI~- les skies rationnelles, SW un corps, on obtient une version affaiblic, 
cncorc appelke thi-or&me de l’ktoile. 
P7.cui,l’. Sllpposons 1~ thkortme faux. En vertu dc la formule (2), cela 
implique que, pour tout mot f ::- 1, la matrice jlf soit nilpotente. Or, 
I’on sait [ 13, p. 1351 qu’on peut triangulariscr simultarkmcnt tous les t%ments 
d’rm semi-groupe de matrices nilpotentcs ?I coeflicients dans un corps. Done, 
pour tout mot,f dc longueur supkrieure Zt la dimension i\r de la reprksentation 
- - 
[L, EIJ strait nulle; r wrait un polrn6me. 
zdpplic-ntion. Ce thkorkme sert comme critkrc d’irrationalitk. Ainsi, 
la s&k n =~- x,- o u,,uc~~‘7$‘~w(a et f~ f 1, et z’ .;’ I, si 7) ~~ I a et /3 non 
puissances d’un mEme mot) n’est pas rationnelle. En efiet, toute sCric 
z (~~,.f’,y’;f”) t’l est rkduite B un polvn6me. 
G&k&ant une mkthodc de &I. I’. Schiitzenberger [19] pour dtmontrcr 
que [,Y’,T” II 0) n’est pas le support d’une sCrie rationnelle, on pcut aussi 
prouver par l’absurde I’irrationalitC de n. Supposons a donnC par une 
formule analogue Zi (I). p*” annule son polyn6me caractkristique P, qui est 
dc dcgrk .\‘. Soit X’ lc plus petit entier supkieur ou Cgal a X, tel que n,, 7/m 0. 
AIultiplions P(pf) g gauche par ppua: .k’pN et a droite par ~T,$~~‘zc. Les traces 
de tous Its tcrmes ainsi obtenus, sauf ~/-Lu” \i’nj5N’zc, ktant nuls, il v a impossi- 
bilitk 
cst in\:crsc de la traxxluction p, clui cst ainsi alg~hriclu~. 
Soit K un corps v&C topologique complet oh I-aluation et topologie 
peuvent ktre trivialcs. Dans cc cas, le domaine de dkfinition de p peut ktre 
pr&i&. &ant don&e s E R: S:i , p.7 3 un sens si et seulement si, pour tout 
mot ‘w, la famille de coefficients {(s, z’) ~ pz~s’ : pzc) est absolumcnt sommahle, 
;Ilol-s 
ps 1 {(ps,f)f ifE 9;; 
Dkfinition analogue pour p’. 
Oil (ps,f) : c {(s, g) p,:’ == ,fj. 
Prewr. L’algkbre des matrices car&s K,\“-’ cst valuke topologiquc 
compl&c c‘n posant v 1 a,, j = min,,,, ~(a,,,), 0i1 7' est la valuation de I\‘. 
On en dtduit qu’une famille de matrices est absolument sommable, si et 
sculement s’il en est de mSme de chacune des familles de coel$icients (k, 1). 
I_-tilisons Ies notations de la formule (2). La famille [(r, ,gifii, ‘Jo D*(resp. TY*)) 
est absolumcnt sommable, car c’est une sous-famille de la famille absoiument 
sommahlc /(r. ZC) 1 2:’ E pm l(,;r,d,)(resp. p’~‘(~j~,))~l d’oi~ le riisultat chcrchC. 
c ~~ 1 ((r, f) .f c Ij”(resp. I>‘“)), 
i. ’ c !~ 1 {(Tr /wzk~:f)f, f i- -LX-j. 
I1 vient, fly : 1.’ %’ car 9{ (resp. p’t 1.’ (1: car 9?‘). Le produit de Hadamard. 
d&sign& par , de deus skies rationnelles ktant une s&e rationncllc [ 191, 
on en dkluit la r.ature de pi ct p’r. 
i’~ez~z~. p et p’, consid&& comme opkrant dans le semi-anneau .F? ’ S 
des parties de S”, sont partout dkfinies. Cependant, on n’a plus la notion 
de reprkentation matriciellc minimale. Mais, commc dans .8 1 m( I 1, 
pour torIte reprksentation in : ,Y* -, 3sxu et pour toute partie 1’ de -Y’, 
35c FLIEPS 
la famille de matrices {,~f ~ f E P} est sommable. La demonstration se fait alors 
par la meme technique que prCcCdemment et l’on complete ainsi un resultat 
de Al. Henois [2] obtenu de manierc tout autre par I’utilisation d’un the&me 
dG i J. Myhill: toute partie rationnellc est image par une morphisme crl~ha- 
h&ti~ue d’une partie rationnclle standard. 
1,‘application p induit sur A’* une Cqui\ alcnce nucldaire definie pal 
.f ,y -.~ pf P,:‘. 
En vertu de la relation p(l’;f?) ~(&p$~) [ 161, c‘cst une congruence. 1,~ 
monoide quotient dc A-* par cette congruence est le groupe libre KI k 12 gh& 
rateurs i.vr ,..., .x,~]. De meme, le quotient de *Y’ par la congruence 
nu&airc dc p’ est le monoide 3 dit monoide inwluti’, a 2n genCrateurs 
;.I,, ) 1 -: I ,...) n: Oil .\‘,.Y ( 1 et N-,\, ~’ I (i I,..., n); il a Cte introduit 
par E. Shamir [20] sous le nom dc “fwe kdf-,pw@“. Rappelons clue Ic 
monoide bicyclique [4. p. 431 1 g n c euy eneratcrirs s et y lies par la scirlc relation 
.YJ’ I 
I’reuw. Immediate. 
I1 est clair quc l’on peut plongcr canoniqncme,lt lcs t3lsedA5 (6 c’r 3 
dans AY ‘, oil ils se confondent avec lcs ensembles de mots redruts !N et %‘. 
Pwuzle. Soit c l’epimorphisme canonique de -Y’ clans Ci, jresp. 2). 
Tome partie rationnelle R de (\i (resp. Cc) cst image par e d’une partie 
rationnelle R’ de ,Y+, done aussi de la partie rationnelle pR’ (~~13. p’li’) qui 
SC confond avec R considerte comme plongee dans -Y-‘. 
‘L’H~oR~II~ 5. lhns un poupe libve oh un nzonoi’de imolutif de tJpe ,fini, 
l’intevsection de deux parties rationnelles, le compl&~ent d’une partie vntionnelle 
sent des parties rationnelles. Toute partie rationnelb est nox clmbz@~e. 
I’reuce. Les assertions concernant I’intersection et le compkment sent 
consequences immediates de la Proposition 3 et des propriMs classiques des 
parties rationncllcs du monoide iibre. Soit R une partie rationnelle dc Ki 
(resp. -1) que l’on plonge dans X* pour obtenir une partie rationnelle red&e, 
qui peut etre engendree de maniere non ambigiie a partir de l’ensemble de 
mots {wr ,..., z+j. En vertu de la Proposition 1, R est engendree de man&e 
non ambigtie a partir de {eG, ,..., ew,.>. 
Remarque. On sait que les parties rationnelles des monoiides libres et 
des mono’ides commutatifs [7] de type fini verifient les mimes propriMs. 
Par contre, ce n’est pas le cas pour celles du monoide ,.I” 0 B*, produit de 
tleuv monoi’des libres. Posons A4 {ui , u2), B ~~- {hj. On verifie aisement 
que l’intersection des parties rationnelles -(a,“a,” ,$jj bj’ i p, q 3; 0) et 
(~~“a,” 2,; 6” p, q ;I, 0) n’cst pas rationnelle et que leur union est ambigtie. 
\-enons-en a l’etude des parties reconnaissables. Le theoreme suivant 
a ett dbmontre par J. D. RI&night [IS] I Jar une methode tome differente. 
‘~IItiORkUE 6. Dans un monoi’de de type jhi, la classe des parties reronnais- 
sables est in&se dans celle des parties rationnelles. 
Preure.” Le monoi’de de type fini Air est image par un Cpimorphisme e 
du monoi’de libre Z* oti card Z < m. Soit v un morphisme de AZ dans un 
monoi’de fini definissant la partie reconnaissable 0 = cp m$,,O. em+ $,O 
est une partie reconnaissable, done rationnelle de Z*. L’image par un 
morphisme d’une partie rationnelle Ctant rationnelle, 0 7 v-$Q = 
e(e ~*p-i@) est rationnelle. 
‘rI&ORkhIE 7. Dans une groupe libre ou un monoi’de inaolutif de type j&i, 
toute partie reconnaissable est infinie. Sussi, la classe des parties reconnaissables 
est strictement incluse dans celle des parties rationnelles. 
Pueure. 6 (resp. 2) est le coproduit de n groupes libres monogtnes 
6 1 a...> (6, (resp. n monoides bicycliques !B, ,..., !B3, (cf. Proposition 2)). 
I/J @tant un morphisme d’un monoi’de bicyclique !B dans un monoi’de quel- 
conque, on sait [4, Corollaire 1.32., p. 451 quc z/k!3 cst soit un monoide 
bicyclique, soit un groupe monogene. Soit 9) un morphisme de 6 (resp. 3) 
dans un monoi’de fini; sj(C,r ,..., ~6~ (resp. & ,..., @Bin) sont alors necessaire- 
merit des groupes monogtnes finis. Soit a f 1 un element de CC, (resp. ,‘i), 
tel que pa :m- ~a, ... pn, oil qai E Gj, (resp. ‘Hit). II existe un element b # 1 
de ($5 (resp. -1) tel que pb soit 1’ClCment ncutre du groupe vCCjl (resp. $Bj,). 
On en dcduit que pour tout entier ,l3, p(b@a) pa et done, que toute partie 
reconnaissable est infinie. 
Remarques. (a) La notion de rationalitii n’a vraiment d’intCrCt que pour 
un monoi’de de type fini. En effet, un monoi’de est une partie rationnelle de 
2 Cette dhonstration a td aussi trouvke ind~pendamment par J. F. Prrrot. 
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lui-meme si et seulcment s’il est de tvpc tini. I>‘aillcurs, dans lc cas contrair~, 
une partie reconnaissable n’est plu,~ 3 nkessairement rationnclle. Soit, pal 
csemple, un sous-gronpe normal d’indc\ fini d’un groupc libre de type infini; 
c’cst uric‘ partic reconnaissablc rn;~is 11011 rationnclle, car il possPde uric’ 
infinitk dc giGratcurs [ 15, ‘T’hOorkne 2. IO., 11. 1041. 
(11) 1,~ quotient de Iiws (cf. 14. p. 171) de ,? par I’idPal bilatk1-e / 
engendrt par- ( Y,S , i j, i, ; I ,.... 111 t’st u11 nlonoi’dc ‘*, dit Inoilc,ltle 
po/ycy~liyu~, qui a btk into-oduit. par 11. Nivat [I 61 Cl l’aide du produit srkt(/ 
et ktudik par RI. Nivat et J. 1;. I’crr,)t [17]. C’ est Ic monoidc s~wtuctifpe drl 
langage de l)\ck restrcint 1) ‘*; ses proprikts gk~Craliscnt en de nombrcu\ 
points celles du monoi‘dc bit\-cliqw. I’longk canoniqucment dans <\-” u ‘0’ , (, 
il se confond avcc I’enscmhlc 
I. 
1.l , J I /...) n] ' jx, i I,..., 121 ' U iO1. 
J Ctant une partie rationnelle de 3, on pcut montrer que les parties ration- 
nelles de ‘$3 ont des propriktks dc plnngcment, d’intcrsection, de complk- 
mentaritt: et de non ambigiiite idcntiqucs g cellcs du groupc libre et du 
monolde involutif. Comme ‘$3 ne posstde aucun quotient propre non trivial, 
les seules parties reconnaissables sont 10) et ‘$3. 
(c) 1’. C’ochet et 11. Nivat [j] introduisent certaines classes de 
cong~~enc~.s de l’hue, dites t~iaiales, gtkkralisant lcs rkductions p et p’, poul 
lesquelles theorkmes et propositions des I’aragraphes I\- et \- sent encore 
vraics. 
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